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RIGIDITE DE L’ALGEBRE DE LIE DES CHAMPS
DE VECTEURS UNIMODULAIRES

PIERRE B. A. LECOMTE & CLAUDE ROGER

A la mémoire de Georges REEB (1920-1993)

Abstract

We prove rigidity for the Lie algebra of vector fields with vanishing diver-
gence of a compact manifold of dimension greater than or equal to 3. In
dimension strictly greater than 3, one has vanishing second cohomology
space in adjoint representation and thus infinitesimal rigidity. In dimen-
sion 3 one has a nontrivial class in adjoint cohomology, but one can not
prolongate the deformation and one deduces the rigidity.

Résumé

Nous démontrons la rigidité de ’algébre de Lie des champs de vecteurs a
divergence nulle sur une variété compacte de dimension supérieure ou égale
3 3. En dimension strictement plus grande que 3, la cohomologie adjointe

trouve une classe en cohomologie adjointe mais on ne peut pas prolonger la
déformation, ce qui nous permet de conclure a la rigidité.

1. Introduction et notions préliminaires

Le but de ce travail est de démontrer la rigidité (pour les coch-
aines locales) de Palgébre de Lie des champs de vecteurs unimodulaires
sur une variété munie d’une forme volume. Si V' est une variété munie
d’une forme volume w, on note A(V) l'algebre de Lie des champs de
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vecteurs tangents & V; on dit qu’'un champ X € A(V) est unimodulaire
s'il vérifie Lyw = 0. L’espace des champs unimodulaires forme une
sous-algébre de Lie de A(V) notée SA(V).

Pour dégager la notion de rigidité, rappelons trés briévement le for-
malisme des déformations des structures d’algébre de Lie; soit G une
algebre de Lie avec son crochet [,]; on dit que I'on a une déformation
formelle du crochet si on a une application bilinéaire antisymétrique

[le:GxG—g[]
de la forme

+o00
[a]t = [a] + thcp,

les ¢, étant des applications bilinéaires antisymétriques de G & valeurs
dans lui-méme, dont le prolongement naturel & G[[¢]] est une structure
d’algebre de Lie sur G[[t]]. On définit de la méme fagon les notions de
déformation & l'ordre p en demandant une structure d’algebre de Lie
sur G[[t]]/(#*** = 0) que I'on appelle infinitésimale si p = 1. On dit que
Pon a une déformation vraie si la série converge pour certaines valeurs
de ¢ réelles, définissant ainsi une famille & 1 parameétre de structures d
"algébres de Lie sur ’espace sous-jacent & G. (Voir [3], [7] pour les détails
sur la formalisme algébrique nécessaire & cette théorie de déformations,
et notamment pour les notions d’équivalence de déformati ons).

En écrivant I'identité de Jacobi pour [,];, on aboutit & des relations
obtenues en annulant les coeflicients de t* dans I’expression

> (X, Y], 2

(eyel)

(le symbole (cycl) désigne la sommation sur les permutations circulaires
de (X,Y, Z)). On trouve

dCl =0, ,de =Pp(cl,... ,Cp_l),

les P, étant des combinaisons multilinéaires de c;,... ,cp—1 et d étant la
différentielle du complexe de Chevalley-Eilenberg C*(G,G), permettant
de calculer la cohomologie de G & coefficients dans sa représentation
adjointe. En particulier, ¢; est un 1-cocycle; sa classe de cohomologie
[c1] € H%(G,G) est un invariant de la déformation. Les autres équations
cohomologiques expriment que les cocycles définis inductivement par
P,(c1,... ,cp—1) sont des cobords; on trouve donc dans H*(G,G) une
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suite d’obstructions potentielles & prolonger une déformation infinitésimale
en déformations & ’ordre 2, puis 3...p, etc.
La seconde équation s’écrit

des(X,Y, Z) = % Y ala(X,Y),2).

(cycel)

Cette derniere expression est appelée crochet de Richardson-Nijenhuis
de ¢; par lui-méme. Plus généralement, si ¢ et d sont deux applications
bilinéaires antisymétriques d’un espace vectoriel dans lui-méme, alors le
crochet [[c,d]] est application trilinéaire antisymétrique définie par

[e,d)(X,Y,2) = ) (c(d(X,Y), Z) + d(c(X,Y), Z)).
(eycl)

Dans le cas d’une algebre de Lie, si ¢ et d sont des cocycles, alors
[[c,d]] est cocycle, et si ¢ est cocycle et d cobord, alors [[c, d]] est cobord.
Le crochet de Richardson-Nijenhuis est donc bien défini au niveau des
classes de cohomologie.

Pour étudier les déformations d’une algebre de Lie G, il faut donc
calculer H2(G, G), puis les crochets [[c, c]] , pour prolonger 4 1 ’ordre 2 la
déformation infinitésimale donnée par les 2-cocycles c. Si H%(G,G) = 0,
il n’y a pas de déformation infinitésimale nontriviale, et a fortiori de
déformation formelle; on dit que G est infinitésimalement rigide. Si
G n’admet pas de déformation formelle non triviale, on dit que G est
rigide.

Rappelons que 1'algébre des champs unimodulaires apparait dans la
classification des algebres de Lie de champs de vecteurs simples, primiti-
ves, transitives (dites aussi “classiques”) due & E. Cartan (cf. par ex-
emple [8]); citons en outre parmi celles-ci I'algébre de Lie de tous les
champs tangents, celle des automorphismes d’une structure de contact,
celle des automorphismes d’une structure symplectique.

A. Lichnerowicz et ses collaborateurs ont entamé dans les années
70 un vaste programme visant & étudier ces algeébres du point de vue
de leurs automorphismes, dérivations et déformations (cf. par exemple
(8, 9, 10, 11, 3]), ce qui a nécessité la mise au point d’un appareil co-
homologique assez compliqué. Le plus connu de ces développements est
la. détermination des déformations du crochet de Poisson d’une variété
symplectique, & l'origine de la théorie des *-produits et de la quantifi-
cation par déformations.
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Pour le cas de I'algebre de Lie des champs tangents et de celle des
champs de contact, on peut conclure assez facilement & la rigidité (cf.
[11]). Le seul cas non encore étudié & ce jour est celui de l'algebre des
champs de vecteurs unimodulaires, hormis I'article de Lichnerowicz ou
sont déterminés les idéaux et dérivations de cette algebre ([9]).

Dans cet article, nous démontrons la rigidité de 1'algébre de Lie des
champs de vecteurs unimodulaires. Dans le cas o la dimension de
la variété est différente de 3, le résultat résulte de ce que H2(SA(V),
SA(V)) = 0. Le cas de la dimension 3 est nettement plus délicat; il y a
des déformations infinitésimales non triviales et il faut mener & bien un
subtil calcul d’obstructions pour pouvoir conclure 3 la rigidité (Th. 2).
Le fait que le cas de la dimension 3 soit différent des autres n’est pas
surprenant : rappelons par exemple I'existence de l'invariant d’Arnold
([1]) en dimension 3 qui munit S.A(V') d’une forme bilinéaire symétrique
invariante et non dégénérée.

1l convient parfois de restreindre 'espace des cochaines considérées
& certains sous-espaces, stables pour [[,]]. C’est en particulier le cas
pour A(V) et SA(V), & propos desquels on impose le plus souvent
aux cochaines des conditions de continuité ou de localité. Nous nous
limitons ici & des cochaines locales (au sens de la section 2.1) et nous
n’établissons la rigidité de SA(V) que pour les déformations dont les
coefficients sont locauz.

Les auteurs remercient André Lichnerowicz pour de nombreuses dis-
cussions sur ce sujet; ce travail a été effectué dans le cadre de la con-
vention d’échanges CNRS/CGRI/FNRS 1993.

2. La cohomologie de SA(V) dans la représentation adjointe
en bas degrés

2.1 La résolution fine de SA(V) et de I’hypercohomologie

Nous aurons & considérer des cochaines sur SA(V) & valeurs dans
divers faisceaux ou fibrés sur lesquels SA(V') opére . Nous considérerons
les cochaines sur SA(V) qui sont restrictions de cochaines locales sur

A(V) & valeurs dans F. Rappelons qu'une p-cochaine ¢ sur A(V) &
valeurs dans un faisceau F est locale si

D
Supp(c(é1,. .- &) C [] Supp(&:)

i—1
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pour tous les &i,...,¢ dans A(V). Le théoréme bien connu de J.
Peetre assure alors que ces cochaines sont données localement par des
opérateurs multidifférentiels; on peut trouver une description détaillée
de ces cochaines dans Darticle de Shiga ([12]). Nous noterons
CP(SA(V),F) cet espace de cochaines, restreintes 3 SA(V) (indice
loc, traditionnel en pareil cas, sera omis, car nous n’aurons pas & con-
sidérer d’autres types de cochaines). Le support Supp(c) d’une cochaine
c est alors le plus grand des fermés F' tels que F N Supp(¢) = @ implique
i(¢)c = 0. Nous noterons CP(S.A(V), F) le faisceau des p-cochaines lo-
cales de SA(V) & valeurs dans F et CP(SA(V), F) 'espace des sections
globales de ce faisceau. Il est d’autre part immédiat de voir que, puisque
Supp(é,n} € Supp(¢) N Supp(n), la différentielle respecte les supports
et, par conséquent, on a un complexe de faisceaux C*(SA(V),F),d)
dont les sections globales donnent le complexe de Chevalley-Eilenberg
(C*(SA(V),F),d) permettant de calculer la cohomologie de SA(V) &
coefficients dans F, qui sera notée H*(SA(V),F).

Une des difficultés des calculs cohomologiques concernant SA4(V) est
que le faisceau associé SA(V) n’est pas un faisceau fin : on ne peut pas
recoller ses sections par des partitions de I'unité; par contre, il existe
une résolution de longueur 2 de SA(V) par des faisceaux fins :

0— SAV) S o1 Zyon 0

avec ¢(X) = ixw (nous notons D la différentielle de De Rham, con-
trairement & la tradition, pour ne pas induire de confusion avec la
différentielle de Chevalley-Eilenberg). Il est immédiat de vérifier que
I'on a bien une suite exacte courte de faisceaux; comme d’autre part,
ix;y] = Lyixw si X et Y sont dans SA(V), c’est de plus une suite
exacte de représentations de SA(V).

Cette suite exacte courte de représentations induit une suite exacte
courte de complexes de faisceaux

0 — C*(SAV), SAV)) 255 C*(SA(V), 2" 1)
Loy e (sA(V), Q") — 0.

Elle induit une suite exacte longue en hypercohomologie (voir [5] et
Pappendice 1 pour la construction de ’hypercohomologie et des suites
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spectrales associées)

--i>1H'°(c*<SA( V), SA(V))) = HE(CH(SA(V), 2 1))
L HRCHSAV), ) 2 HEFL(CH(SA(V), SA(V)))
(2.1)
L HAFL(C(SAV), 1) — - -
Lemme 1. H*(C*(SA(V), Q" 1)) = HY(SA(V), Q" 1).

Démonstration. Les faisceaux C*(SA(V), 2" 1) sont fins. La prem-
iere suite spectrale d’hypercohomologie vérifie donc

B = HY(V,CP(SA(V), 2" 1)) =0,

sig#0et
0= CP(SA(V), " 1),

De 1a, EZY = 0si g # 0 et EPY = HP(SA(V), Q")) qed.

Le calcul de H*(C*(SA(V),SA(V))) est plus délicat. La premidre
suite spectrale d’hypercohomologie donne

EP" = HY(V,CP(SA(V),SA(V))).

On peut calculer cet espace & aide de la suite exacte longue associée a
la suite exacte courte de faisceaux

0 — CP(SA(V), SA(V)) =5 CP(SA(V), Q1)
Ly cr(SAWV), Q%) — 0.

Les faisceaux CP(SA(V),QP), p = n — 1, n étant fins, cette suite se
réduit & quatre termes

0 — CP(SA(V),SA(V)) =5 CP(SA(V), 1)
Le, cP(SAWV), QM) -2 HY(V,CP(SA(V), SA(V))) — 0.
D’ou
EVT=0 si ¢g>1,
EPY = CP(SA(V),SA(V)),

Ef’l = Hl (V7 CP(SA(V)’ S.A(V)),
= [Coker D, : CP(SA(V), ") = CP(SA(V),2™)]
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Ce dernier espace sera noté Q. Il s’interpréte naturellement comme
I'espace des p-cochaines sur SA(V) & coefficients dans la représentation
scalaire qui sont de la forme

c(éiy. .., &p) =/V'y(§1,... ,6p) ou vy e CP(SA(V), Q™)

(cf. par exemple Papproche de V. Guillemin [6] pour la cohomologie de
Gelfand-Fuks et le résultat de M. De Wilde [2]). Le complexe Q. permet
de calculer la cohomologie de SA(V) a coefficients scalaires. Il vient

EP° = HP(SA(V),SA(V)) , Ep'=HP(Q.).

Dans les différentielles d’ordre supérieur, la seule éventuellement non
nulle est d : Eg’l — Eg+2’0 si bien que EB! = Kerd, et ER*0 =
Coker ds.

D’ou le lemme 2 ci-dessous pour I’hypercohomologie de

CHSA(V), SA(V)).

Lemme 2. On a une suite ezacte courte
0— EE;U — HP(C*(SA(V), SA(V))) — EEY — 0.

On notera que I’hypercohomologie est engendrée par la cohomologie
de SA(V) dans la représentation adjointe et par celle du complexe Q.
On calcule facilement que (cf. [9] pour la derniére égalité)

H(Q.) = H*(SA(V),R) =R,
- HY(Q.) = Hpg(V),
HY(Q.) = H*(SA(V),R) = Hpg(V).

Un résultat de Lichnerowicz ([9], Théoréme 2) implique que
HYSA(V),SA(V)) = 0. Des lors,

HC(C*(SA(V),SA(V))) = HY(SA(V),SA(V))

= Invs4v)SA(V) =0,
H'(C*(SA(V),SA(V))) =R,
H?(C*(SA(V),SA(V))) = Hpr(V) ® H*(SA(V), SA(V)),
H3(C*(SA(V),SA(V))) = Hyr(V) @ H3(SA(V),SA(V)).
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D’autre part, HY(SA(V), ) = Invgsy)® = 0sip # n et
HO(SA(V), Q") est engendré par les multiples de la forme volume.

Donc,

H(C*(SA(V), ) -2 HH(CH(SA(V), SAV)))

est un isomorphisme.
Nous sommes finalement ramenés 4 la suite exacte suivante qui se
déduit de (2.1) et des calculs précédents:

0 -4 HYSA(V), Q1) = HY(SA(V), QM)

2y HL o (V) ® HYSA(V), SA(V)

(2.2) — HX(SA(V), Q" ) = HXSA(V
25 Hp (V) ® (SA(V), SA(V)))

- H3}(SA(V), 0" 1) 5 H3(SA(V), o) % -

)
), Q")

2.2 Calcul de H*(SA(V),Q) (£ =n—1,n ) a l’aide de la
suite spectrale de Lozik pour k£ < 3 et rigidité infinit
ésimale pour n # 3

Le formalisme de ’hypercohomologie introduit précédemment per-
met de décrire explicitement la suite spectrale de Lozik (cf. [4] et [12])
de facon directe. Nous avons vu que

HYSA(V), Q) = BY(C*(SA(V),Y).

On peut maintenant étudier la seconde suite spectrale d’hypercohomologie.
Ce n'est autre que la seconde suite spectrale du bicomplexe calculant la
cohomologie de V & coeflicients dans le complexe de faisceaux; on fait
apparaitre ainsi les faisceaux de cohomolog ie H(SA(V), 2¢) et la suite
spectrale s’écrit

EPY = HP(V,HI(SA(V), Q%) = HPTISA(V), Q).

Comme dans le cas de 'algebre de Lie de tous les champs tan-
gents, on peut identifier le faisceau de cohomologie a ’aide d’algébres
de champs formels. Notons SW(n) l’algébre des champs de vecteurs
formels associée & SA(V'); I'algebre de tous les champs formels est notée
W (n). Comme toutes les algébres de champs formels, SW(n) = {X €



RIGIDITE DE L’ALGEBRE DE LIE 537

W (n)/Div(X) = 0} admet une filtration par ’ordre de différentiabilité,
soit

SWn)=R"@sl(n)adstn)P e - - ostn)®Pa...,
ol sf(n)F) désigne le k-itme prolongement de sé(n). On peut décrire
s£(n)¥) en terme de représentations tensorielles de s¢(n). Posons R"™ =
E, on a alors

Sﬁ(n)(k) = {za: o ®X; € SFE* ®E/za:i(Xi)ai = 0} .

i=1 i=1
Soit
SW(n) ) = s(n) ® )P o ostn)P o

la sous-algeébre des champs formels sans termes constants de SW(n);
HISA(V), ) est le faisceau localement constant de fibre HY(SW (n)(q),
AYE*) (voir appendice 2). Cette derniére cohomologie est associée a
'action de SW (n)(g) sur AtE* déduite de I’action naturelle de sf(n) sur
AYE*, lalgebre extérieure sur I’espace dual E*. Le faisceau de coho-
mologie étant localement constant, on a

EP? = HP(V, HI(SA(V),29) = Hpp(V) ® HU(SW (n)(0), AE").

On retrouve ainsi un aspect familier de la cohomologie de Gelfand-
Fuks : l'apparition d’une partie formelle et d’une partie géométrique,
provenant de la cohomologie de De Rham. Il faut donc calculer
H*(SW(n)(O),AeE*). Cette cohomologie peut s’attaquer a laide de
la suite spectrale de Hochschild-Serre relative & I'idéal SW(n)) =
®k21s£(n)(k).

On a pour la suite spectrale de Hochschild-Serre de la suite exacte
d’algebres de Lie :

0 — SW (n)y = SW(n)g) — st(n) = 0,
ER? = HP(st(n), HY(SW (n) (1), A'E*)) = HPY(SW (n) (), A'E¥).
De plus,

HP(st(n), H(SW (n)), A’E"))
= HP(sf(n)) ® HY(InvgmyA*(SW (n)), A’E¥)).
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Un probléme préalable est donc le calcul des invariants
(2.3) Invsg(n)Aq(S'W(n)(l),AeE*)

pour £ = n — 1,n. Rappelons que les invariants de sf(n) sont tous
engendrés par les contractions entre ’espace et son dual, et par le
déterminant (cf. H. Weyl [13]). Sig =0et £ = n —1, il n’y a pas
d’invariants. Si ¢ = 0 et £ = n, le déterminant est le seul invariant.
Pour le cas général, on a sf(n)* C S*E* ® E comme indiqué ci-dessus
et donc

q
A(SW(n)a), A'E ) D |QS*TEQE")® A'E”

(kl yeer :kq)
ki>1

Pour ¢ = 1, S**1 EQ E*® ALE* ne donne naissance 4 aucun invariant,
car la contraction symétrique-antisymétrique ne donne pas de termes
non nuls. Pour ¢ = 2, on est dans un sous-espace de

SMHE @ E* @ ST E® F* @ ALE".
Les termes contravariants sont au nombre de k1 + k2 +2 > 4. Soient
A®n € st(n)fr ¢ SMTIEQE* et B®¢ € sl(n)* c S¥2F = EQE™.

Les contractions i(n)A et i({)B donnent zéro. Les seules contrac-
tions possibles sont donc i(n)B € S*2E et i(¢)A € S¥ E. 1l faut ensuite
contracter avec A*E*. La seule possibilité non triviale apparait quand
£=2,k =ky=1. Donc (2.3) est nul si £ # 2 et ¢ = 2 tandis qu’il est
de dimension 1 pour £ = g = 2. Il est alors engendré par l'invariant 1
dont les seules valeurs non nulles sont données par

Ia® X, BRY) =i(Y)aAi(X)B, a,B€S*E"

Comme d’autre part H*(sf(n)) = 0si k = 1,2, toute la cohomologie
de SW(n) ) en degrés 1 et 2 provient des invariants, et on peut déduire
de ces calculs que

HO(SW(n)(O),AeE*) =0si{ #n,
HO(SW (n)(g), A"E*) est de dimension 1,
H(SW (n)(g), A“E*) = 0 quel que soit £,
H2(SW(n )(0),AfE ) =05si2#2,
H2(SW (n)q), A2E*) = R.
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Par conséquent, H(SA(V),Q"1) = 0.

L’espace H'(SA(V), ") est engendré par le terme E21’0 de la suite
spectrale de Lozik; comme H°(SW(n) 0)s A"E*) est engendré par le
déterminant, on a HY(SA(V), Q") = Ho(V) . Une 1 forme fermée o
induit un I-cocycle ¢, défini par ¢4 (X) = a(X)w.

On en déduit que le connectant J de la suite exacte (2.3) induit un
isomorphisme

9 : Hpp(V) — Hpp(V)

et donc que

H*(SA(V),SA(V)) = ker(D* : HX(SA(V), Q")
— H2(SA(V), ™).

Mais si n # 3, on déduit du calcul ci-dessous et de la suite spectrale
de Lozik que H*(SA(V),Q"!) = 0. Donc, si n # 3, H>(SA(V),
SA(V)) = 0. D’olt le théoréme

Théoréme 3. Si la dimension de V est différente de 3, l’algébre
de Lie des champs unimodulaires sur V est rigide et infinitésimalement
rigide.

2.3 Le cas ou dim(V) =3

1l s’agit d’étudier le noyau de
D*: HY(SA(V), Q%) — H*(SA(V), Q).

Ces deux espaces se calculent & I'aide de la suite spectrale de Lozik.

Pour H2(SA(V),0?), on a Ey® = H?(SW (n)()=, A’E*) = R, en-
gendré par linvariant I défini ci-dessus. Comme d’autre part,
H'(SW (n) o), A’E*) = 0 pour i < 1, toutes les différentielles de la
suite spectrale concernée sont nulles et ES’Q = 852. Par conséquent,
H?(SA(V),0?) est de dimension 1, engendré par un élément corre-
spondant & l'invariant I défini ci-dessus; une expression globale d’un
cocycle non trivial en terme d’une connexion linéaire est donnée dans
I’appendice 3.

Pour H%(SA(V),$?), le seul élément concerné dans la cohomologie
de SW (n) est H*(SW (n) (o), A*E*) correspondant & la forme volume et
donc E3? = H% (V). La encore, ES® = Eof et donc Hyz(SA(V),0°)
s'identifie & HZx(V). On associe & une 2-forme fermée o induisant
[@] € H% (V) un 2-cocycle ¢, € C*(SA(V), Q%) défini par co(X,Y) =

539
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a(X,Y)w. On peut alors voir facilement que I’application de la suite

(2.3) induit un isomorphisme H%, 4 H2% (V) envoyant la classe de
ce sur la classe & coefficients scalaires de d, donnée par d,(X,Y) =
Jy X, Y )w.

Par conséquent, Ker D* = H2(SA(V), Q?) et nous avons montré la

Proposition. Si dim(V) = 3, H2(SA(V),SA(V)) est de dimen-
sion 1.

3. La rigidité de SA(V) en dimension 3

Il faut maintenant étudier 1’obstruction éventuelle & prolonger
les déformations infinitésimales de SA(V) quand dimV = 3. Il s’agit
d’identifier la classe de cohomologie du crochet de Richardson-Nijenhuis
[[Z,Z]] dans H3(SA(V),SA(V)), ou1 T est un générateur de H2(SA(V), SA(V)).
Remarquons tout d’abord que le bord
O : H:p(V) — H%,(V) dans la suite exacte (2.3), étant un isomor-
phisme,

H3(SAV),SAV)) = Ker(H3(SA(V),02) 25 H3(SA(V), 03)).

Le calcul de ces deux derniers espaces via la suite spectrale de Lozik
nécessite un calcul d’invariants pour déterminer H 3(SW(n)(0),AeE*)
pour £ =2,3.

Nous aurons donc a considérer des tenseurs dans S°E* ® E et pour
ce faire, nous utiliserons les notations suivantes. Pour a € E* , on pose

1
o’ =—(aV...Va),
[2 2
a fois
ol1 V désigné le produit symétrique. On notera A le 3-tenseur de volume
dans A3E. Avec ces notations, 'invariant I défini ci-dessus s’écrit

I?®X, 2 RY)= (oY) (B, X)anp.

On dira qu’un invariant est de poids (ay,... ,ap) avec a; > 2 s’il est
non nul sur s£(n)@ 1 x ... x s£(n)@~1) et nul ailleurs. Le poids total
est alors aj + -+ - + ap.

L’invariant I est de poids (2,2). On trouve dans A3(SW (n)(), A’EY)
trois invariants indépendants notés J, K, L de poids (4,2,2), (3,3,2) et
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(3,3,2) respectivement. Ils sont donnés par

J(e'®X,/2 Y, v’ ® Z)
=(AaABAY) (oY) e, Z) (B, X)a Ny
+ (e, Y) {a, Z) (v, X) a A B),

K(o*®X,° Y,y ® 2Z)
:<A7a/\ﬁ/\7> ({a,Y) <53X> <57Z>a/\7
+ ((o, Y) (8, X) (o, X) B A7),

L(d*®X, 07,y ® 2)
={(A,a ABAY) (&, Y) (B, Z) (v, X)
+ ({0, Z) (B, X) {0, Y))a A B.

D’autres invariants de poids total (4 + k,2 + k,2 + k) ou
(3+k, 3+k, 2+ k) peuvent s’obtenir & partir de J, K, L en multipliant
par (A,a A BA+)*, mais il est clair que I'invariant associé & la classe
[[Z,Z]] € H3(SA(V),SA(V)) doit étre de poids total 8. Ces trois in-
variants définissent des cocycles dans A3(SW(n)(1), A?E*) et donc trois
générateurs indépendants dans Eg’g = H3(SW(n)(0),A2E*). La seule
différentielle de la suite spectrale de Lozik entrant en ligne de compte
est donc dy : EY® — E>°. Dans le cas ot H3,(V) # 0, on pourrait
avoir ds # 0 et donc certains cocycles de Eg 3 pourraient ne pas induire
de cocycles globaux sur SA(V). Mais tout cocycle non trivial de Eg 3
qui se prolonge le fait selon un cocycle non trivial de SA(V). Nous
allons voir que c’est en particulier le cas de J 4+ K puisque 'on a

Proposition. La classe [[Z,Z]] € H}{(SA(V),SA(V)) est induite
par celle de J + K dans Eg’ ; en particulier, elle est non triviale.

Démonstration. Le crochet de Richardson-Nijenhuis sur C*(SA(V),
SA(V)) est évidemment local. On peut donc le prolonger naturellement
& tout complexe de Cech & valeurs dans C*(SA(V),SA(V)). On a

C*(U,C*(SA(V),SAV))
= ] ¢ SAW),SAV)Ui,N...NTL)),

(io,il,... ,ik)

et il suffit de calculer le crochet sur chaque ouvert. Cela donne un
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crochet bigradué

C*(U,CP(SA(V),SA(V))) x C“(u,C"(SA(V),SA(V)))
— CFH U, Pt (S A(V), SA(V))),

que I’on notera encore [[,]]. Les différentielles de Cech et de Chevalley-
Eilenberg sont des dérivations de ce crochet. Nous allons utiliser une
représentation de la classe Z, en cohomologie de Cech, de facon & nous
ramener & un calcul au niveau formel. Nous avons remarqué que I'invariant
correspondant & I dans H?(SA(V), Q?) admettait une description glob-
ale en terme du cocycle ¢r associé i une connexion (cf. appendice 3);
mais en général, ig.(x,y)A= n’est pas un champ de vecteurs unimodu-
laire si la connexion I' n’est pas plate; on ne dispose donc pas d’un co-
cycle canonique dont la classe de cohomologie est Z. On peut procéder
localement. Prenons sur chaque U; une connexion plate I';. Sur U;NU;,
la différence ¢r; — ¢r; est le bord de Chevalley-Eilenberg d’une cochaine

cij : SAV)|vinv; = PP(V)|viaw; -
On en déduit

Upr, (X VYA =t (x)A = dfi(X,Y)

avec
fij : SAW)|v,av; = SAWV)|v.aw;.-

Mais, comme les I'; sont plats, iy, (x,y)A est dans SA(V)|y,. On a
trouvé ainsi une 0-cochaine de Cech Z € CO(U, Z>(SA(V),SA(V)) :

j:(X, Y) = i¢ri (X,Y)A

telle que si Pon note § la différentielle de Cech, alors 6 = —df, ou
f est le 1-cocycle de Cech dans Z'(U,C (SA(V),SA(V))) défini par
(£)ij(X) = fi;(X). Donc Z + f définit un 2-cocycle dans I’hyper-
cohomologie du complexe C*(SA(V), SA(V)), calculée par des résolu-
tions de Cech. La forme locale de ¢r(X,Y’) dans le cas plat nous permet
de voir que Z correspond & Dinvariant I et donc que la classe de coho-
mologie de Z + f est égale & 7. Nous allons utiliser cette représentation
de Z pour calculer le crochet de Richardson-Nijenhuis [[Z,Z]].

La nature locale de ce crochet permet de voir que le calcul du crochet
de Z avec lui-méme fait apparaitre dans CO(U, Z3(SA(V),SA(V))) le
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0-cocycle égal & [[Z;, Z;]] sur U;; nous le noterons [[Z,Z]]. Dans U; N Uj,
ona:

([Zi, Z]) = [[Z;, T3] + 2[(dfis» 3:)) + (@i, dfis)) = (L5 B3 + ddis,
ou gi; = 2[fi, T+ = [[fij + dfi;]] et définit donc une 1-cochaine
g € CU, C*(SA(V),SA(V))). Comme §[[Z,1]] = dg, [IZ,Z]] - § est
bien un 3-cocycle d’hypercohomologie dont la classe dans
H3(SA(V),SA(V)) est égale & [[Z,I]]. Tout se ramene donc & Iidentifi-

cation de [[Z;, Z;]], autrement dit au calcul dans le cas plat. Mais pour
une connexion plate, on peut écrire en coordonnées locales

i¢1‘i (ny) = aUaXUaubYuac.

On peut l'identifier 3 'invariant correspondant & I; on peut tout
d’abord ramener I & un invariant & valeurs dans E puisque F = A2E*
comme s£(3)-module, puis le prolonger en une 2-cochaine s/(3)-invariante
de SW(3) a valeurs dans SW (3), notée encore I. Pour a,b > 2, on a

Ie®*® X, YY) = (oY) (8,X) (" 2®i(a AB)A).

On remarque immédiatement que cette formule donne le jet de
i¢r. (x,v)A en fonction de ceux de X et Y. On calcule alors facilement

[I,T]] : ce cocycle est non trivial sur les triplets (o®*® X, 8°®Y, v*® Z)
pour (a,b,¢) = (3,3,2) ou (4,2,2) et
(L eX, FeY,7¥e2) =KX, oY+ 2),
(L)' ® X, F’0Y,*02)=J(c'®X, 7 ®Y,7®2).
Le crochet [[Z;,Z;]] correspond & linvariant K + J dans

Z3(SA(V),SA(V))|1, et on a donc bien la non trivialité de [[Z,Z]].
D’ou le théoréme

Théoréme 4. Si la dimension de V est égale @ 3, alors Ualgébre
SA(V) est rigide.

APPENDICE 1

Rappels sur ’hypercohomologie (cf. par exemple Godement [5]).
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Nous nous placerons d’emblée dans le cadre des variétés différenti-
ables bien que les résultats soient valables dans un cadre bien plus
général.

Si (F*,d) est un complexe de faisceaux sur une variété différentiable
V, considérons une résolution de chacun des FP par des faisceaux acy-
cliques (flasques, fins par exemple) notée (C*(V,FP),d). On obtient
alors un bicomplexe ((C*(V,F?),d + §). L’hypercohomologie de V' &
coefficients dans F* est alors par définition la cohomologie de ce bicom-
plexe,

H(F*) = H*(C(V, F7), f + ).

(Pour la définition en terme de foncteurs dérivés, voir [5]). Sur un
bicomplexe, on a les deux filtrations possibles qui induisent les deux
suites spectrales du bicomplexe.

La premiére vérifie' EP? = HY(V, FP) et d; : HY(V, FP) — HY(V, FPT1)
est induit par la différentielle d. D’out

"ER? = HP(HY(V,F*),d1) = HPTI(F*).

La seconde vérifie "EY"? = CP(V, H?) ou H? est le faisceau de coho-
mologie en degré ¢ associé au complexe (F*,d). D’ou

"E% = HP(V,H?) = BPTI(F*).
Ces suites spectrales dégénérent dans certains cas particuliers.

(1) Si les faisceaux F* sont acycliques, alors 'E¥? = 0 si ¢ > 0 et
¥y ) 1
'EY 0 = FP(V). La premiére suite spectrale dégénere. On obtient
H?(F*) = HP(F*(V), d).

(2) Si le complexe F* est la résolution d’un faisceau @, on a HP =0
sip#0etH = & Cest alors la seconde suite spectrale qui
dégénere : "ED? = 0si g # 0 et "ERY = HP(V,®) si bien que
HP(F*) = HP(V, ®).

Si on a simultanément (1) et (2), on en conclut que
HP(V,®) = H(F*(V),d).

On obtient ainsi la méthode classique de calcul de la cobomologie &
coefficients dans un faisceau donné : on prend une résolution par des
faisceaux acycliques, puis on calcule la cohomologie du complexe des
sections globales.
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Enfin, 4 une suite exacte courte de complexes de faisceaux
0K >F -G" >0
correspond une suite exacte longue en hypercohomologie :
- —= HP(K*) - HP(F*) - H?(GY) A HPL(KY) - HPYHGY) — - -
obtenue aisément & partir de la suite exacte courte des bicomplexes.
APPENDICE 2
Le faisceau de cohomologie associé a C*(SA(V),F).

Nous donnons ici une description rapide et adaptée au cas de SA(V)
du résultat de K. Shiga ([12], p. 357-358).

Notons F le faisceau des sections d’un fibré vectoriel F' de fibre type
IF associé au fibré des repéres de V. Placons-nous dans une carte locale
U avec coordonnées (z1,... ,%,) dans laquelle F' se trivialise avec une
base de sections (eq), @ = 1,... , k, associée 4 une base de IF notée aussi
(€a), = L... k.

Les cochaines CP(SA(V), F)|y sont de la forme

k
L=) L*Q®ea,
a=1

ot les L sont des p-cochaines sur SA(V) & valeurs dans l'espace des
fonctions qui sera noté N.

En suivant les notations de [12], on définit v/ € CH(SA(V),N)|y
par

OXH
wWh(X) = DA
ot A est un multiindice (ay,... ,an) € N" et z4 = z{'...z5m. On pose

wh(X) = X*. Chaque L* s’ écrit alors

A
L = Z Lyt (a:)wffll A /\wff{;,
(A1,..., Ap)e(N™)P
(/—Ll!"'yﬂp)c(lv"vn)

la somme étant toujours finie.
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Si tous les A; sont nuls, la cochaine

M1 Hp
E Lm, ,pp wo Ao Awg

s'identifie 4 la p-forme différentielle dans U

ZLM’ x)dzy, A Adzy,.

On peut définir d’autre part le sous-espace

CE(SA(V), F)lu C CP(SA(V), F)lv

. A1 A
des cochaines constantes. Ce sont celles pour lesquelles les Ly " o

sont constants et nulles si I'un des A; est nul.

On vérifie facilement que CX(SA(V), F)|lv € C*(SA(V),F)|v est un
sous-complexe. L’écriture générale d’une cochaine montre que I’on a un
isomorphisme d’espaces vectoriels gradués

CHSA(V), Fllu = C(SA(V), Flv ® (V).

On peut expliciter la différentielle de Chevalley-Eilenberg en terme
de D’écriture générale de la cochaine, et on voit que l'isomorphisme ci-
dessus est en fait un isomorphisme de complexes : la différentielle de C*
est le produit tensoriel de la différentielle de C; et de la différentielle de
De Rham.

La formule de Kiinneth donne alors :

HY(SAV), Flv = H (CL(SA(V), F))lu ® Hpr(U).
D’ou 'identification au niveau des fibres :
H(SAV), F))s = H (CISAV), F))z-

Mais il est facile d’identifier la fibre type du faisceau localement
constant C:(SA(V),F)z; on a

CE(SA(V), F))z = C*(SW (n)(0), F).
A un élément du type w®e, est associée la 1-cochaine sur SW (n)(0)

" @ ea(P® X) = 3]1 (0)X¥eq.

Ainsi,
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Proposition. Les faisceauz de cohomologie H*(SA(V),F) sont les
faisceauz constants de fibre type H*(SW (n)(0),F).

Nous l'utilisons dans cet article pour le cas ot F est un faisceau de
formes différentielles.

Deux hypotheéses sont essentielles ici : d’une part, F' est un fibré
associé au fibré des repéres (ou éventuellement un prolongement de celui-
ci); d’autre part, nous considérons les cochaines sur SA(V) qui sont
restrictions de cochaines sur A(V); le faisceau d’algebres de Lie SA(V)
étant transitif (c’est-a -dire que pour tout z € V' les sections de SA(V)
engendrent T, V), il parait raisonnable de conjecturer que toute chaine
locale sur S.A(V) se prolonge en une cochaine locale de A(V); ce résultat
impliquerait donc que notre hypothése n’est pas restrictive.

APPENDICE 3
Construction globale du cocycle ¢p dans C2(A(V), Q?).

Pour la facilité du lecteur, nous décrirons ici une construction de ¢r
(13)).

Soit une connexion linéaire sans torsion sur V, dont la dérivée covari-
ante est notée V. Nous considérons V comme opérateur bidifférentiel
sur A(V) a valeurs dans A(V). Pour X € A(V), la dérivée de Lie LxV,
définie par

(LxV)y(Z) = =Vixy)Z ~ Vy[X, Z] + [X,Vy Z],

est un champ de tenseurs de type (2,1) sur V, symétrique en les variables
covariantes. L’application X — LxV est un 1-cocycle sur A(V) a
valeurs dans l’espace S%!(V) des champs de tenseurs de type (2,1).
D’autre part, la trace

Tr : §24(V) x §21(V) = Q%(V) : (A, B) — Tr(AB);;

= A7, Bjs — B AL,
est invariante par I’action de A(V'). L’application donnée par ¢r(X,Y) =
Tr(LxV A LyV) est donc un 2-cocycle sur A(V) & valeurs dans Q2.

Si maintenant, on remplace I par une autre connexion T, la dérivée
covariante devient V = V + A, ou A est un champ de tenseurs de
type (2,1). Les deux cocycles X — LxV et X — LxV sont donc
cohomologues et il en va de méme pour ¢r et ¢p.
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Dans le cas o1 I" est plat, on a alors localement
(LxV)yZ = [X,Y])'8,Z + Y'§,|X, Z] — [X,Y"8;Z).
En particulier,
(LxV)5,05 = 04[X, 8) = 0% X.
Donc
Tr(LxV,LyV)y; = 85X 05,V — 85,Y°0;, X°.

Lorsque dimV = 3, un calcul direct montre que iy, (x y)A € SA(V)
lorsque X et Y sont unimodulaires. Ceci est faux lorsque I" n’est pas
plat.
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